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Rezime

U ovom radu se razmatraju osobine sistema ¢etiri kruznice u zav-
isnosti od njihovog odnosa. Dokazana je Dekartova teorema koja daje
uslov da u sistemu cetiri kruga svaka dva budu medusobno tangetna.
Definisano je preslikavanje iz povrsi u Cetvorodimenzionalni prostor
Minkovskog i data je formula koja se odnosi na resavanje karakter-
isti¢nih sistema ¢etiri kruznice. Ova formula koris¢ena je da bi se nasao
cetvrti krug u sistemu u kome su poznata tri kruga i odnos cetvrtog
kruga sa svakim od tri data kruga.

Kljucne rec¢i: Dekartova teorema, Apolonijevi problemi, prostor Minkovskog,
sistem krugova

1 Uvod

Svaku kruznicu mozemo definisati kao polinom drugog reda oblika
Clz,y) = a(@® +y*) —2pz —2qy +¢ (1)

Lema 1. Ako je a vodeci koeficijent jednacine C(z,y) = a(z? + y?) — 2px —
2qy + ¢ = 0, dokazati da za a = 0 ovaj polinom predstavlja jednacinu prave.

Dokaz Ako u jedna¢inu kruznice uvrstimo a = 0 dobijamo da je C'(z,y) =
—2px — 2qy + ¢ = 0, odakle sledi da je y = —sz + 2%, ako koeficijent uz x
predstavimo kao k = %p, a slobodni ¢lan kao n = Q—Cq, ovu jedna¢inu mozemo
napisati kao y = kx + n, Sto je linearna jednacina prave. Mozemo primetiti
da je jednacnina prave zapravo specijalan sluc¢aj jednacine kruznice. Pret-
postavimo da postoji a # 0 za koje vazi da je C(z,y) = a(x? + y?) —
2px — 2qy + ¢ takode jednacina prave, odatle sledi da je kvadratna jednacina
jednacina prave, Sto nije moguce.

Kako ¢emo razmatrati samo osobine kruznica pretpostavi¢cemo da je a #
0 Odredimo koordinate kruznice koja je predstavljena polinomom oblika
C(z,y) = a(x® + y?) — 2px — 2qy + c. Ovaj polinom mozemo transformisati



.o . oy . v ~ . P 2 q 2 ——
tako da dobijemo karakteristi¢nu jednacinu kruzpm;:e (=) +(y—1)* = =~

Odavde vidimo da se centar nalazi u tacki (2,2), a poluprecnik je r =

a

\/(a: — B)2 4 (y — 1)2. Ukoliko su svi parametri a, p, ¢ nule onda kruznica

sa ovom polinomnom formulom ne postoji, o ¢emu ¢e kasnije biti reci.

Definicija 1. Ako je u jednacini kruznice oblika C(z,y) = a(z?+y?)—2pr—
2qy+c = 0 koeficijent a = 1, onda kaZemo da je ta kruznica normalizovana.

Klasu kruznica oblika O(x,y) =0- (2> +4?) —2-0-2—2-0-y+c=0
nazivamo klasom nepostojeéih kruznica jer se matematicki mogu izvesti, a
takva kruznica ne postoji u realnom svetu.

Definicija 2. Ugao izmedu kruznica C1 i Co koje se seku jednak je uglu
1zmedu tangenta na krugove iz tacke preseka krugova.

2 Osobine kruznica
Definicija 3. Neka su
Ci(z1,11) = a1 (21 + 43) — 2piw1 — 22191 +c1 =0 (2)

Co(w2,y2) = az(23 +y3) — 2pax2 — 222y2 + c2 =0 (3)

jednacine kruznica, onda se zbir kruznica Ch14+Co moZe predstaviti jednacinom
(C1+C9)(z,y) = (a1 +a2)(x?+4%) —2(p1 +p2)r—2(q1 +q2)y+ (c1 +¢c2) =0

Proizvod kruznice C1 i skalara k koji pripada R definisemo jednacinom oblika

(k‘Cl) = (a:l,yl) = kal(x% + y%) — 2kp1x1 — 2kquy1 + kep =0 (4)

Definicija 4. Ako su (2) i (3) jednacine kruznica Cy i Ca, onda je proizvod
tih kruznica C1 * Co = p1p2 + q1q2 — % (5).

Lema 2. Ako su Cy, Cy 1 Cs kruznice i k realan broj, onda vazi
1) 01 * (k‘CQ) = (k‘Cl) * 02 = k‘(Cl * CQ)
2) Cl*(02+03) =C1xCy+C1 %C3g

Dokaz Tvrdenja 1) i 2) mozemo lako dokazati ako svaku kruznicu pred-
stavimo u obliku jednac¢ine (1) i primenimo formulu za proizvod kruznica.
Pregrupisavanjem koeficijenata sa svake strane jednakosti dobijamo da jed-
nakost vazi.

Lema 3. Ako su C; = 0 ¢ Cy = 0 dve normalizovane jednacine, onda
proizvod kruznica mozemo predstaviti kao Cy x Cy = d* — r? — r2, gde je
d rastojanje izmedu centara kruznica. Qvaj proizvod nazivamo Derbuksov

proizvod (Darbouzx’s product).

Posledica 1. Za dve normalizovane kruznice koje se medusobno seku vazi
da je Derbuksov proizvod C * Cy = 1172 cos(a).



Dokaz Ako se dve kruznice seku obelezimo tacke preseka sa P i (), a centre
krugova sa O1 i O2, onda je d = 0102 i primenimo kosinusnu teoremu na
trougao O102P. d? = O1P% + O3P% — 201 P % OsPcos(a) = r? + r3 —
2r1r9 cos(a). Zamenimo sada d u Derbuksov proizvod i dobi¢emo da je Cy *
Cy = rirh cos(a). Potencija tacke je poseban sluc¢aj Derbuksovog proizvoda,
gde je druga kruznica predstavljena tackom sa poluprecnikom nula.

Lema 4. Dva kruga Cy i Cy su medusobno normalna ako i samo ako je
njihov proizvod nula.

Dokaz Ako se ova dva kruga seku, onda za njih vazi da je C1 x Cy =
r1rg cos(a). Kako je o = 7, to je cos(a) = 0, pa samim tim i taj proizvod.
Ako je proizvod dva kruga 0, onda je Cy *x Co = rirgcos(a) = 01iry # 01
ro # 0, odakle sledi da je cos(a) = 0, pa je a = §

Za c # 0 moZzemo napisati jednacinu kruznice oblika 8(x,y) = 0* (2% +12) —
2% 0%xx—2*%0xy+c=0. Sve jednacine kruznica ovog oblika predstavljaju
familiju nepostoje¢ih kruznica.

3 Dekartova teorema (Decartes theorem)

Teorema 1. Neka su Cy, Cy, Cy i Cy cetiri kruznice u ravni takve da svaka
dodiruje spolja ostale tri. Neka je R; polupreénik kruznice C;, onda je
1 1 1 1 1 1 1 1

R—%+R—%+R—§+R—i)=( t——+=+=) (6)

2 -
( Ry Ry Rs Ry

Dokaz Neka je a; = R%’ za 1 =1,2,3,4. Jednacinu svake kruznice mozemo
transformisati tako da je a; = %.
Pretpostavimo da postoje realni brojevic x1, x2, x3, x4 tako da je

21C1 + 2203 + 23C3 +24Cy =0 (7)

gde je 6 kruznica iz familije nepostoje¢ih kruznica. Mnozenjem kruznica
Cq, Cy, C3, Cy sa 0 dobijamo sistem jednacina. Sa desne strane svake
jednacine se nalazi ‘“’2R, gde je R poluprecnik nepostojeé¢e kruznice 6. Kako

smo jednacine kruznica transformisali tako da je a; = %, onda zamenom a;
T

u % dobijamo %, zatim predstavimo R%- kao ;. Kako je R bilo koji broj
poluprec¢nik kruznice iz skupa nepostoje¢ih kruznica, uzetemo da je R = —4
dobijamo sistem jednacina

T — Ty — X3 — Ty — Q1

—X1+ T2 — X3 — Tg4 = Q2 (8)
—X1 — T2+ T3 —Tqg = Q3

—X1 — T2 — T3+ T4 =0y



Jednakost (7) vazi ako je resenje dobijenog sisema jedinstveno. Ako pred-
stavimo ovaj sistem kao matricu, onda je sabiranjem i oduzimanjem vrsta
mozemo trasformisati u matricu

-1 11 1
0 2 0 2
0 0 2 2
0 00 —4

Kako je determinanta ove matrice razli¢ita od nule onda prema Kramerovom
(Cramer) pravilu postoji jedinstveno resenje ovog sistema.

Ako mnozimo jednacinu (7) sa jedna¢inom kruznice 6, sa desne strane dobi¢emo
nulu kao proizvod dve 6 matrice, a jednac¢ina je x1aq +xoao +r303+T4004 =

0 (9). Ako u jednacini (9) zamenimo «; odgovarajué¢om jednacinom iz sis-
tema (8) dobijamo da je

4

4
Zx%—Q Z ziz; =0 (10)

i=1 i=1,j=1

Sabiranjem jednacina iz sistema (8) dobijamo da je oy + ag + a3 + oy =
—2(x1 + 29 + 23+ 14), odatle sledi da je (a1 + ag +az +ay)? = 4(x1 + 22 +
x3+x4)%. Zamenom o; odgovarajuéom jednacinom iz sistema (8) dobijamo

formulu
4 4

Y ai=4) a7 (11)
i=1 i=1
4 4
Razlika (a1 +ag +ag+ag)? = 4(x1 + a2+ a3 +24)% 1 Y af =43 22 daje
i=1 i=1
jednacinu oblika

4 4
Z oziaj =4 Z {L‘Z'{Ej(12)
i=1,j=1 i=1,j=1
Koristedi jednacine (11) i (12) jednac¢inu (10) mozemo da transformisemo u

sledeéu
2(04% + oa% + a% + ai) = (a1 +a2+ a3+ a4)2

zamenom q; sa % dobijamo Dekartovu jednacinu.
T

Dekartov sistem cetirt kruznica



Jednacinu dobijenu Dekartovom teoremom mozemo predstaviti kao proizvod
matrica b” Db = 0, gde je D sli¢na matrica matrici sistema (8), b vektor cetiri
kruznice, a b’ transponovana matrica vektora b.

-1 1 1 1 by

T 1 -1 1 1 by |

V'Db=1[b b by b ]| | b | =0
11 1 —1]]| b

4 Prostor Minkovskog (Minkowski space)

Definicija 5. Prostor Minkovskog je cetvorodimenzionalni pseudoeuklidski
prostor Ry 3

U cetvorodimenzionalnom prostoru Minkovskog imamo jednu dimenziju vre-
mena koju obelezavamo xg = ct, gde je ¢ brzina svetlosti, a ¢t vreme. Ostale
tri dimenzije predstavljaju prostor i obelezavamo ih sa =1 = x, o2 = y i
T3 = 2.

Definicija 6. Pseudoskalarni proizvod vektora x iy definisemo kao (x,y)13
ToYo — T1Y1 — T2Y2 — T3Y3-

Iz definicije pseudoskalarnog proizvoda dva vektora sledi da je pseudoskalarni
2 2 2

kvadrat vektora ||z(|] 3 = (x,2)13 = 2§ — 2] — 25 — 23,

Definicija 7. Prostor Minkovskog mozZemo podeliti na tri disjunktna pod-
skupa:

1) {x € R‘i3 x|l 1,3 > 0} je skup vremenskih vektora

2) {z € Ri3: |z| 1,3 =0} je skup izotropnih (svetlosnih) vektora

3) {x € R‘i?, :||lz]| 1,3 < 0} je skup prostornih vektora

Izotropni vektori su oni vektori kod kojih vazi 3 = 2% + 23 + 23

Definicija 8. Standardna izotropija cetvorodimenzionalnog prostora Minkovskog
podrazumeva linearni realni prostor M = R* sa skalarnim proizvodom (,)
datim matricom

03 0 0

1

10 0 o0

2

00 -1 0 (13)
00 0 -1

Iz definicije (14) vidimo da je za vektore ¥ = [ Y1 Vo U3 Yy ] lw=
[ w1l Wy w3 Wy } skalarni proizvod jednak (¥,w) = %191&12 + %192&]1 —
Y3ws — Yawy. Kvadrat vektora ¥ je odatle |[9]? = 91199 — 19% — 9?2

Matricu (13) zovemo standardna izotropna baza.



Definicija 9. Pedo (Pedoe) projektivno preslikavanje je preslikavange iz
skupa Q krugova u prostoru u zrake u standardnom izotropskom Minkovski
prostoru M (projektivni prostor PM) m: Q — PM,

n(C)=L{[ 1 af+ud—r* w0 w]')
gde je L lineal za vektorski prostor V.
Ukoliko Pedo preslikavanjem slikamo pravu dobicemo
m($)=L{[0 § a b]"}
Ako Pedo preslikavanje prosirimo i na tacke one se slikaju u
n(P)=L{[1 i +yi—r* = y]'}

§to je u svetlosnom konusu , gde je |7(9)|> = 0, za svako V9 € m(P) Zraci
koji pred: van svetlosnog konusa.

Prostor Minkovskog Zract u prostoru Minkovskog koji
predstavljaju kruznice

Definicija 10. Pedo specijalno preslikavanje je specifikacija ©* : Q@ — M
koji preslikava jedinicni prostor kao vektor uw M tako da 7*(C) = 7(C) i
(O = 1

Da bismo izbegli dvosmislenost ove definicije uzeé¢emo da je prva komponenta
m* uvek nenegativna. Vektor 7* zovemo Pedo vektor.

1
b T
. B $2+y277'2
T = o = g (14)
y* L
I8
gdesub:l,l;:x2+y2—r2r, r=2iy* =Y,

T T T
Pokazimo sada da su matrice C' i 7* sli¢ne, tj. da 7* predstavlja isti krug

kao C.

1
a 1 -
2 2 2 22 4y%—r?
c To+yYs— T
0 0 *
C— » e . ~ 7 (C)
X i
q Yo r



Teorema 2. Specijalno Pedo preslikavanje je injekcija u jedinicni hiper-
boloid w M 1 odgovara pseudoeuklidskom skalarnom priozvodu koji je u relaciji

sa Darbuksovim proizvodom krugova (w(Ch),n(C?))) = %%

Pokusajmo sada da nademo ortonormalnu bazu koja je dijagonalna i
odgovara izotropskoj bazi u kojoj smo do sada radili.

03 0 0 1 0 0 0
|30 0 o0 |10 -1 0 0
97100 -1 0 |7% {0 0 -1 0

00 0 -1 00 0 -1

Odavde sledi da je skalarni proizvod sada (9, w) = 91w —Jaws —I3w3 —Vawy.
Pedo vektor kruga sada je oblika

B 2
1+ad+y2—r? e |
1 2 2r 2 2 22b 2
—TH Yo tT 2_ 20ty
m™(C) = or = |
T 2r
* w*
Y y*

5 Teorema o konfiguraciji krugova

Definicija 11. Gramova(Gram) matrica je matrica skalarnih proizvoda svih
vektora ¥ € V, gde je V wvektorski prostor, tako da je f; j = (U1,72).

Neka su Cp, Cy, C3 i C4 krugovi predstavljeni Pedo jednini¢nim vek-
torima. Definisimo skup krugova A = [ Ch Cy C3 Cy ] i nad njim
uvedimo Gramovu matricu tako da je f;; = (C;Cj).

Teorema 3. Ako su krugovi C1,--- ,Cy linearno nezavisni vektori, onda je
AFAT =G (15)
gde je G inverz G = g~ i F je inverz F = f~1.

Dokaz Matricu f mozemo napisati na sledeéi nacin f = ATgA. Kako je
A inverzibilna matrica zbog nezavisnosti ova Cetiri kruga, onda mozemo
napisati f~! = A71g71(AT)~!. Pomnozimo sada obe strane jednakosti sa
Ai AT Ako je

01 0 0 02 0 0
110 o, 120 0 o0
9=5100 2 0 |7%=9 ={0 0 -1 o

00 0 -2 00 0 -1

Osnovni uslov ove teoreme je da su vektori kruznica linearno nezavisni, pa
ovaj metod ne mozemo primeniti na linearno zavisne vektore. U slucaju



linearno zavisnih vektora determinanta matrice f bi bila jednaka nuli, pa ne
bismo mogli da nademo inverz F', Sto znaci da ne bismo mogli da primenimo
ovu metodu.

Da bi smo olaksali neka izracunavanja mozemo da primenimo jednakosti

2TFe* = —1
y*TFy* -1
V'Fb=0

Zadnja jednacina je zapravo Dekartova formula, koja vazi za nezavisne kru-
gove.

6 Neki karakteristicni preseci krugova

Lema 5. Ne postoji konfiguracija cetiri medusobno normalna kruga.

Dokaz Matrica F' je u ovom slu¢aju jedini¢na matrica, pa jednacinu (15)
mozemo pisati AFAT = AAT = G. Ovakva jednacina je nemoguéa jer je
leva strana jednacine pozitivna, a desna negativna.

Neuspeli pokusaj crtanja cetiri kruznica od kojih
su svake dve medusobno normalne
Teorema 4. (Prosirena Dekartova teorema) Cetiri kruga od kojih se
svaka dva dodiruju unutra ili spolja zadovoljavaju jednacinu iz Dekartove
1 1 1 1 1 1 1 1

Dokaz Za svaka cetiri kruga od kojih se svaka dva dodiruju spolja vazi da
je matrica f jednaka

-1 1 1 1 -1 1 1 1
I U o, 11 o1 1o
=11 1 o | TEPE 0 0
1 1 1 -1 1 1 1 -1
(Pogledati poglavlje tri, dokaz Dekartove teoreme).
Primenimo sada jednacinu (15) i dobi¢emo da je
bi by by by -1 1 1 1 by b iy 0 8
b1 b2 bg b4 1 —1 1 1 bg 132 .’L‘; yi" . 8 0
T] xy TE T4 1 1 -1 1 b3 l_)3 T3 Y3 0 o0
Yi Y2 Y3 Wi L1 1 -~ ba by wy yj 00

o O O



gde su obe strane pomnozene sa Cetiri, pa je 4f~' = D, matrici Dekartove
teoreme.

(8 TP QQ OC

Moguéa geometrijska resenja prosirene Dekartove teoreme

Da bi uopstili ovu jednakost moramo pretransformisati matricu f, tako da
ona predstavlja i moguénost da se dva kruga dodiruju unutra. Dobijamo da
je

101 1 -1 101 1 -1
I T | JEPETR U O T B Rl
F=11 1 4 4 |7F=1"=3|1 1 -1 _1 |- HDPE
1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1

gde je R = diag(1,1,1,—1). Odatle sledi da je prosirena Dekartova formula
b'(RDR)b = 0, ili (Rb)T(Rb) = 0. Zbog toga imamo da je znak kruznica
koje dodiruju drugi krug s unutrasnje strane imaju negativan predznak.

7 Polozaj cetiri kruznice

Koriste¢i formulu (15) mozemo naéi polozaj kruznice Cy ako znamo polozaje
kruznica Cq, Cy i C3 i ako je ¢etvrta kruznica u karakteristiCom odnosu sa
ostalim kruznicama.

Svaki element matrice f izrac¢unavamo na sledeéi na¢in

i =0 v I - d; ibib; — ! 2Y(16
i 27“2'7“]‘ 2( I bibj )( )

d; ; je rastojanje izmedu centara krugova i i j, r; oznacava poluprecnik -tog
kruga, a b; = % je krivina. Iz ove formule vidimo da mozemo razlikovati
nekoliko razli¢itih slucajeva.

1) U slucaju da su kruznice koncentri¢ne ¢; 4 = 7;51;;"%, tj. manji je od -1.
2) Ukoliko se ova dva kruga poklapaju, onda je ;4 = —1

3) U slucaju da je 0 > d? > 7“% + 7“% —2rre = 0 > @i 4 > —1, specijalno ¢; 4
¢e biti vrednost izmedu %1 i 0 kada je ugao izmedu kruznica C; i Cy veéi od
5 i manji od 7

4) Ako su C; i C4y medusobno normalni krugovi onda je ;4 =0

5) Ukoliko se kruznice C; i Cy seku po jednacini rastojanje d?A izmedu
centara Ce biti d; 4 < 7yr; Sto je manje od 2r;rj, pa ¢e ;4 biti vrednost
izmedu nule i jedne polovine

6) Ukoliko se kruznice C; i Cy dodiruju ¢; 4 je jedan




7) Ako nemaju zajednickih tacaka broj je veéi od jedan. Odredivanjem
elemenata matrice f trazimo njen inverz F' i primenjujemo jednacinu (15).

Imamo da je bFb” = 0, §to mozemo napisati i kao jednacinu opstog oblika
4

>~ i jbibj, pa odatle mozemo izracunati by = %.
ij=1
A 2)
5)

Moguéi odnosi dve kruznice

7.1 Apolonijev problem

Apolonijev problem se sastoji u nalazenju kruznice Cy koji dodiruje tri
proizvoljno zadate kruznice C, Co, C3. Dokazimo da ovakva kruznica pos-
toji i da ovaj problem ima 6sam razli¢itih reSenja. Matrica koja predstavlja
Apolonijev problem je

-1 % x =+
* =1 x =+£1
* *  —1 =+1
+1 +1 +1 -1

Dobijamo simetriénu matricu u kojoj su prva tri elemnta zadnje kolone (prva
tri elementa zadnje vrste) +1 ¢ime odredujemo sve moguée slucajeve, a
ukoliko se opredelimo za tacno odredene znakove ispred prva tri elemenata
zadnje vrste (kolone) dobijamo jedno od osam moguéih resenja, pa imamo
ukupno 22 moguénosti. Da bismo definisali elemente matrice * koristimo
jednac¢inu iz teoreme (2). Iz jednacine (16) dobijamo da je konfiguracija
matrice
-1 ©12 (p13 +1
f= vz —1 o3 =1
w13 p23 —1 £l
+1 +1 +1 -1

10



Graficki prikaz svih osam resenja Apolonijevog problema

U zavisnosti od odnosa kruznica C7, Cy i (5 dobié¢emo razlicite vrednosti za
@i . Zakonkretno date krugove C1, C, C3 moZzemo izracunati vrednosti ¢; ;
i dodati ih u matricu f. Zatim racunamo inverz matrice f i primenjujudi jed-
nakost (15) mozemo naéi G i reSenje Apolonijevog problema koje dobijamo
iz F'. Zapravo, na osnovu datih uslova i tri kruga C7, C5 i C'3 mozemo nadi
mesto Getvrte kruznice. Kako je bFbT = 0, gde je b = [ by by by by }T
i kako znamo vrednosti by, by, b3 mozemo naéi vrednosti za by, ¢ime bismo
mogli da odredimo i polupre¢nik ¢etvrtog trazenog kruga.

8 Model monocikla

Ovaj metod kojim nalazimo potrebne osobine ¢etvrte kruznice ako znamo
poluprecnike ostale tri kruznice i odnose svake dve kruznice mozemo pri-
meniti na problem voZenja monocikla. Nacrtajmo model ¢oveka koji vozi
monocikl. Takav model sadrzi ¢etiri kruznice: tri koje su odredene duzinom
covekovih nogu i ¢etvrte koja je popuprenik monocikla. Mozemo da nademo
najbolji polupre¢nik tocka ako odredimo odnose ove cetiri kruznice. Da
bismo dobili polupre¢nik tocka koji ¢e najvise odgovarati vozatu monocikla,
odredimo polozaje svaka dva kruga tako sto postavimo model u dva razli¢ita
polozaja:

1) Pedale ¢ine horizontalnu ravan;

2) Pedale ¢ine vertikalnu ravan;

Dobijene odnose krugova ubacimo u Gramovu matricu i potrazimo inverz
ove matrice. Kada elemente matrice predstavimo kao koeficijente ispred
proizvoda svaka dva poluprecnika. Dvostruki elemenat F;; je koeficijent
ispred proizvoda R;R; jer je matrica simetricna i koeficijent ispred R;R;
zbir koficijenata ispred R;R; i R;R;. Na ovaj nacin dobijamo kvadratnu
jednacinu ¢ijim reSavanjem nalazimo poluprecnik cetvrte kruznice, u ovom
sluéaju tocka. Ako izmerimo uglove sa modela u sluc¢aju 1) i 2) dobijamo
da je trazeni polupre¢nik u prvom slucaju 2,54, a u drugom 2,8, pa bi na-
jadekvatniji poluprecnik tocka bio njihova aritmeticka sredina 2,67.
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9 Zakljucak

U ovom radu su ispitivani odnosi kruznica u sistemu sa ¢etiri kruznica u ravni
pomocu osobina prostora Minkovskog. Pokazano je da se za svaki sistem
¢etiri kruznica ¢iji su medusobni odnosi poznati mogu moze na¢i mesto ili
poluprecnik ¢etvrte kruznice ako su ostala tri polupreénika poznata. Moguca
primena ovakvih sistema su matematicki problemi kao $to je dokazivanje teo-
rema i reSavanje matematickih problema kao $to je problem Apolonijevih
kruznica. Takode, ova metoda moze posluziti pri prora¢unavanju osobina
mehanickih masina koje za svoj rad koriste zupc¢anike ili u modelima i nacr-
tima koji koriste sisteme kruznica. U ovom radu odredivan je najadekvatniji
poluprec¢nik monocikla u odnosu na duzinu nogu ¢oveka koji vozi.
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Decartes theorem and some property of circles were found. Con-
figuration of circles in plane and in Minkowski space was described.
Formula for forth circle when we have three known circles and proper-
ties between those circles is given, so some cases of circles configuration
were solved.

Key words: Decartes theorem, Apollonian problem, Minkowski space, circle
configuration
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