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Rezime

Ovde je opisana osnova origami konstrukcija koju ¢ini sedam aksioma, poznate
kao Huzito-Hatori aksiome, kao i nestandardno prosirenje koje nam omogucava
da vrsimo sloZenije konstrukcije. Ovim aksiomama pokusSavale smo da resimo
problem trisekcije ugla. Takode, priblizene su konstrukcije pravilnih mnogou-
glova, a poseban akcenat je stavljen na konstrukciju sedmougla pomocu origamija.
Jednacine ¢etvrtog i petog stepena resavale smo viSestrukim savijanjem papira.
Kljuéne reci: nabor, brazda, presavijanje, papir...

1 Uvod

Pored standardnih geometrijskih konstrukcija pomocu lenjira i Sestara, postoje
i drugi nacini konstruisanja, kao §to su origami konstrukcije. U geometriji se ja-
vljaju neki problemi koji se ne mogu resiti lenjirom i Sestarom, zato pokusavamo
da ih reSimo pomocu origamija.

Origami je jedan od nacina konstruisanja figura savijanjem papira bez upotrebe
makaza i lepka. Ova umetnost vodi poreklo iz Japana, a od 1880. godine naziva
se origamijem (ori znaci savijati, a kami znaci papir).

Zagetnik origami konstrukeija u matematici je Robert Lang (Robert Lang) koji
je prvi resio neke matematicke probleme pomoéu origamija.

Savijanjem papira nastaju udubljenje i ispupcenja. Udubljenja se nazivaju bra-
zdama, a ispupcenja naborima.
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Slika 1 : Nabor (levo) i brazda (desno)

Definicija 1. Jednostruko savijanje definisemo preko minimalnog skupa pra-
vila koji daje jednan nabor ili brazdu na konacnom delu Euklidovog prostora sa
konacnim brojem reSenja.

Kombinovanjem pravila iz minimalnog skupa koji zadovoljava prethodnu defini-
ciju dobijamo sedam osnovnih aksioma. Ovom metodom mozemo resiti mnoge



geometrijske probleme koje ne mozemo da reSimo lenjirom i Sestarom, a mi
¢emo se najvise orijentisati na konstruisanje pravilnih mnogouglova. Medutim,
probleme trisekcije ugla i konstrukcijsko nalazenje resenja jednacine cetvrtog
stepena mozemo resiti samo pomocu dvostrukog istovremenog savijanja, pri
¢emu dobijamo dva nabora odjednom.

Definicija 2. Dwvostruko savijanje definisemo preko minimalnog skupa pravila
koji daje dva nabora ili dve brazde istovremeno na konacnom delu FEuiklidske
poursine sa konacénim brojem resenja.

Resenja jednacine petog stepena dobijamo trostrukim istovremenim savija-
njem. Dakle za jednacine n-tog stepena potrebna su n — 2 istovremeno dobijena
nabora [6].

2 Metode

2.1 Huzita-Hatori aksiome

Da bismo resavali slozene konstrukcijske probleme moramo opisati skup aksioma
koji ¢emo koristiti. Sest aksioma je ustanovio japansko-italijanski matematicar
Humijaki Huzita (Humiaki Huzita) 1992. godine. Sedmu aksiomu je otkrio
Kosiro Hatori (Koshiro Hatori) 2002. godine, po kome je i dobila naziv Huzito-
Hatori aksioma.

Aksiome koje se koriste pri reSavanju origami problema su:

1. Ako su date dve tacke P i P>, onda postoji jedinstveno presavijanje koje
prolazi kroz njih.

2. Ako su date dve tacke P, i P, onda postoji jedinstveno presavijanje koje
tacku P; slika u tacku Ps.

3. Ako su date dve prave L i Lo, onda postoji jedinstveno presavijanje koje
pravu L; slika u pravu Ls.

4. Ako su date tacka P; i prava L;, onda postoji jedinstveno presavijanje
koje prolazi kroz tacku P; i normalno je na pravu L.

5. Ako su date dve tacke P; i Py i prava Li, onda postoji presavijanje koje
tacku Pj slika na pravu L; i prolazi kroz tacku Ps.

6. Ako su date dve tacke P; i P5 idve prave Lq i Ly, onda postoji presavijanje
koje tacku P slika na pravu L; i tacku P; slika na pravu L.

7. Ako je data tacka P i dve prave L; i Ly, onda postoji presavijanje koje
tacku P slika na pravu L i to presavijanje normalno je na pravu Ls.

2.2 Konstrukcije duzi

Da bismo predstavili duzine na papiru moramo da dogovorimo jedini¢nu duz
na papiru. Problem predstavljanja racionalnih brojeva na papiru mozemo resiti
konstruisanjem delova odredenih duzi koje su ve¢ konstruisane na papiru. Ako
krajeve neke duzine predstavimo kao tacke i iskoristimo drugu aksiomu dobijeni



nabor u preseku sa datom duzi daje njenu polovinu. Ovom binarnom metodom
mozemo bilo kojom podeliti na 2n jednaka dela.

Racionalni brojevi koji se ne mogu konstruisati binarnom metodom konstruisu
se pomocu dijagonale kvadrata ili drugih konstrukcija razlomljenih delova kao
sto su Fudzimotove konstrukcije (Fujimoto’s constructions), Nomaova (Noma)
i Hagaova (Haga) metoda [4] .

2.3 Lillov metod

Ovom metodom mozemo konstruisati resenje realnog polinoma. Da bismo resili
jednacinu
"+ ap_12" o Farzt +ap = 0.

Prvo formiramo stazu od isecaka, konstruisuéi te duzine nekom od gore nave-
denih metoda, pocevsi iz tacke O, pa do tacke T u kojoj su duzine isecaka
zapravo koeficijenti jednacine. Pocinjemo sa koeficijentom jedan, a zavrsavamo
sa ag. Sledeéi segment nanosimo levo ako je koeficijent pozitivan, i desno u
odnosu na prethodni ako je negativan. Svaki slede¢i segment se konstruise pod
pravim uglom u odnosu na dati. Zatim postavimo iz O, pod nekim uglom, liniju
koja ¢e da sece sledecu duz. Ponavljamo ovaj postupak tako da iz prethodne
presecne tacke postavljamo duz pod uglom dok ne stignemo do duzi na kojoj
je T. Zatim menjamo ugao sve dok nam zadnja linija ne prolazi kroz T. Kada
su dati uslovi zadovoljeni prvi odsec¢ak koji dobijemo daje trazenu duz. Ovaj
metod moze da resi i jednacine sa veéim stepenom. Od stepena jednacine zavisi
i strategija kojom nalazimo ugao pod kLojim secemo date duzi.
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Slika 2 : Lilov metod i konstruisanje reSenja polinoma drugog stepena

3 Trisekcija ugla

Trisekcija ugla je deljenje ugla na tri jednaka dela. Uzmimo papir kvadratnog
oblika i nadimo treéine proizvoljnog ostarog ugla ZABC. Na osnovu aksiome
4 mozemo konstruisati pravu p normalnu na pravu AB u tacki B. Zatim na
pravoj p odredimo dve tacke D i F takve da je BD = DE. Na osnovu aksiome
(4) mozemo konstruisati normale p; i p2 na pravu p u tatkama D i E. Na osnovu
aksiome (6) mozemo presaviti papir tako da se tacka F preslika na pravu BC, a
tacka B na pravu p;. Neka su tacke By, Dy i Fy redom slike tacaka B, D, E, a
prava ps slika prave p;. Tada prava p: prolazi kroz B i ugao ZABC' deli u odnosu
2:1, dok ZOgpBBy = £BB;0p (kao uglovi sa paralelnim kracima). Posto je
/OpBBy = ZOpB;B sledi da je trougao AOpBB; jednakokrak. Posto je
OB 1 p1, zato je BD; 1 OBj.Takode je E1D1 = D1B;, pa je zato trougao



FE1 BB jednakokrak, pa je /B1BD1 = /D1BE; = a. A poSto je trougao
Op BB, jednakokrak, tada je i ZBB1D = /B1BOp = a, pa data prava zaista
deli ugao u odnosu 2 : 1.
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Slika 3 : Trisekcija ugla

4 Analiza konstrukcije reSenja realnog polinoma

Neka je polinom koji reSsavamo n-tog stepena. Funkcija P : K — Y, gde
y = Pg = ank™ + a1 k" '+ +ak+aike KCRiy€eY CR,
svako k slika u ogovarajuce y. Neka je x jedna od nula datog polinoma, tj.
vazi apx™ + ap_12" '+ -+ a1z +ag = 0, gde x € R. Odavde sledi da
ovaj polinom mozemo predstaviti kao P(k) = (k — 2)Q(k), gde je P(k) =
ank™ + an 1 k"1 + -+ a1k + ag, a Q(k) je polinom n — 1 stepena. Zatim
na slican nac¢in mozemo da nademo jednu od nula polinoma n — 1 stepena i da
deljenjem sa k — x dobijemo polinom n — 2 stepena. Kada dodemo do polinoma
prvog stepena, dobijamo da je k = x. Na ovaj nacin smo nasli sve brojeve koji
su reSenja trazenog polinoma. Ako bismo dati polinom predstavili u ravni, tako
da je svako k predstavljeno na x-osi i dobijena vrednost P(k) na y-osi, dobili
bismo parabole.

Koristeéi ova svojstva i Lilov metod mozemo konstruisati reSenja polinoma n-
tog stepena. Posto svaku jednacinu drugog stepena mozemo da predstavimo kao
jednu parabolu, mi ¢emo svaki polinom svoditi na nekoliko jednac¢ina drugog ste-
pena. Koristeéi origami savijanja i znacajne tacke parabola kao Sto direktrisa,
ziza i tangenta na parabolu koje ¢e ujedno predstavljati i vazne konstrukcijske
tacke konstruisa¢emo resenja polinoma.

Kvadratne jednacine na koje ¢emo da razlozimo dati polinom biée u stvari poli-
nomi drugog stepena oblika x? + a;x + a9 = 0. Origami konstrukciju ovih
jednacina drugog stepena zasnovacemo takode na Lilovoj konstrukeiji uz neke
izmene. Koeficijente polinoma drugog stepena uredimo u stazu: OA duzine
1, AB duzine a;, BT duzine ag. Zamislimo parabolu sa zizom u tacki O i
temenom u tacki A. KonstruiSemo njenu direktrisu tako $to prenesemo duz
OA sa suprotne strane A od O. Tangenta na tu parabolu u onoj tacki u kojoj
dodiruje parabolu je jednako udaljena od direktrise, tj. to je simetrala duzi koju
odreduju neke tacke na direktrisi i zize O. Ova prava treba da sadrzi tacku T da
bi predstavljala ostar ugao koji povezuje tacke O i T. Pomoc¢u aksiome 5 teme
O presavijamo na direktrisu, tako da se na naboru nalazi tacka T'. Presek duzi
AB i duzi koja sete pod ostrim uglom AB je tacka X. Duzina AX predstavlja
reSenje ovog polinoma.
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Slike 4 (levo) i 5 (desno) : Resenje jednacine ¢etvrtog stepena origami
konstrukcijama

4.1 ResSavanje jednacine cetvrtog stepena

Polinom z* + azx® + as2? + a1z + ap = 0 mozemo da resimo preko prethodno
datih metoda i postupaka. Nanosimo koeficijente: OA duzine 1, AB duzine as,
BC' duzine ag, C'D duzine a; i DT duzine ag. Ovaj polinom mozemo napisati
i ovako:

ot + azx® + axx® + arx 4+ ap = 2%(2* + azx — 1) + (az + 1)z + 1w + ag

Na ovaj naéin jednac¢inu razlazemo na dva polinoma 22 + azx — x; = 0 i
(ag +x1)2% + a1z + ag = 0. Zbog dva polinoma drugog stepena, imamo dve ra-
zli¢ite parabole sa zizama O i T i odgovarajuc¢im direktrisama koje konstruisemo
na rastojanju OA, odnosno CT. Tangente ovih parabola moraju da se seku pod
pravim uglom na pravoj BC. Zato ovde moramo da upotrebimo dvostruko sa-
vijanje koje ¢e tacku O da slika na direktrisu parabole sa zizom O, tacku T da
slika na direktrisu parabole sa zizom T, tako da se dva dobijena nabora seku
pod pravim uglom i da presek pripada pravoj BC.

Ovaj presek obelezimo sa Y. Duzina BY predstavlja duzinu z1, a duzina C'Y
as + x1, gde se za pozitivhu vrednost x1 nalazi levo, a za negativnu desno u
odnosu na B na pravoj BC. Ove dve linije ¢e dati jedinstveni ostar ugao i
primenom Lilovog metoda dobijamo tacku X kao presek AB sa duzi pod dobi-
jenim uglom. Duzina AX je u stvari duzina x koja predstavlja resenje jednacine
cetvrtog stepena.

a{:‘
B az+x X XA

Slika 7 : Resavanje jednacine cetvrtog stepena

4.2 ReSavanje jednacine petog stepena

Pokusaéemo da damo resenje za polinom z° + as2* 4+ a3z +asz® + a1z +ag =0
pomocu origami konstrukcija. Formiramo stazu OA, AB, BC, CD, DE i ET



gde su njinove duzine redom 1, a4, as, as, a1 i ag. Polinom mozemo napisati i
ovako

2o tagrttazzPfasx® Farxtag = 23 (asz® +asx—al)+x? ((as+ay)z+(as+ah))+(—aba?+aiz+ao).

Dakle, ovaj polinom mozemo predstaviti preko dva polinoma drugog stepena
i jednog polinoma prvog stepena. ReSenja polinoma drugog stepena predsta-
vljamo parabolama sa zizama u O i T i odgovarajué¢im direktrisama. Da bismo
dobili jedinstveno resenje ovog polinoma moramo presavijanjem dobiti tri pre-
seka odjednom, tako da su tangente na parabole medusobno paralelne, a treca
prava normalna na njih.

Obelezimo tangentu na parabolu sa zizom O sa Fy, a tangentu na parabolu
sa zizom T sa Fp, treé¢u pravu obelezimo sa F.. Presek F, i F,. treba da se
nalazi na pravoj BC' da bismo dobili odsecke aj i a3 + aj. Obelezimo presek
sa Y i neka odsecak BY ima vrednost aj, a C'Y vrednost asz + a%. Ukoliko je
vrednost a} pozitivna on se nalazi levo od B, ako je negativna nalazi se desno
od B na pravoj BC'. Presek nabora F5 i F3, tacka Z, mora biti na pravoj C'D
i on odreduje duzinu af koja je pozitivna ako se Z nalazi levo od C i negativna
ako se Z nalazi desno od C na pravoj C'D. Ovi konstruisani prevoji daju ostar
ugao koji primenjujemo u Lilovom metodu i kao presek prave AB i prave koja
polazi iz O pod datim uglom koji obelezavamo sa X dobijamo duzinu AX koja
predstavlja reSenje datog polinoma.
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Slika 6 : Resavanje jednacine petog stepena

5 Diskusija

Posto je dobijena duzina x uvek nenegativna, definisa¢emo u kojim sluc¢ajevima
je smatramo pozitivnim, a u kojim negativnim brojem pri zameni u jednacinu.
Treba da imamo na umu da ako se neka od duzi dobijenih presekom staze i ove
izlomljene linije koja zaklapa odredeni ugao sa stazom nalazi levo od prethodne
duzi u stazi onda ima pozitivan predznak, ako se nalazi sa desne strane, onda
ima negativan predznak.

Lilova metoda nalazi reSenje nekog polinoma ukoliko je koeficijent ispred na-
jveleg stepena jednak jedan. Ako je ovaj koeficijent razli¢it od jedinice, obelezimo
ga sa a,, reSenje x dobijamo kao tangens ostrog ugla koji smo nasli, tj. deljenjem
duzi x sa duzi a,. Drugi na¢in da je da podelimo ceo polinom tim koeficijentom,
pa tek onda da konstruiSemo novodobijene koeficijente, gde ¢e onaj ispred x™
biti jedinica.



Kada krenemo sa pravljenjem staze ¢iji delovi imaju duzine koeficijenata dobi-
jamo iz tacke O povlacimo vertikalnu liniju, svaki koeficijent a,,_of konstruiSsemo
horizontalno, a a,_or+1 koeficijent konstruisemo vertikalno. Ukoliko je neki od
koeficijenata jednak nuli sledeéi koeficijent razli¢it od nule se konstruiSe zavisno
od indeksa u vertikalnom ili horizontalnom smeru, a zavisno od znaka koefici-
jenta levo ili desno u odnosu na tacku iz koje polaze.
Ukoliko je neki od koeficijenata nula dolazi do deformacije staze, pa samim tim
i ugla koji ée da se dobije, koji u nekim slucajevima moze da bude 0°(kao na
primer z¢ — 1 = 0).
Na ovaj nacin dobijamo samo realna reSenja polinoma, pa ¢emo samo neke poli-
nome potpuno resiti, dok je za druge potrebno da nademo kompleksna resenja
da bismo ih potpuo resili.
Da dobijena duzina z zaista predstavlja jedno od reSenja polinoma mozemo
dokazati geometrijskom analizom slike koriste¢i slicnost pravouglih trouglova.
S11 ¢

Nazovimo dobijeni ugao «, onda je x = sina, a cosa = 1, pa je tana = =
COSs «x
T.

6 Konstrukcije mnogouglova

Specifican problem koji su pokusavali da rese jos u anticko doba bila je konstru-
kcija pravilnih n-touglova za malo n. Ova konstrukcija je uspesno izvrSena za
n=4,6,8 10112 alineizan = 3,5, 7, 9ili 11. Za prakti¢nu primenu
gde delimo ceo krug na N delova, postoje konstrukcije koje je dao Austrijski
matematicar Robert Geretsleger (Robert Geretschlidger). Konstrukcija sedmou-
glova Euklidovim metodama je nemoguca.

6.1 Sedmougao

Sedmougao mozemo jasno naé¢i pomocu origami savijanja. Sedam temena dobi-
jamo kao reSenja jednacine:

2T —1=0 (1)

u kompleksnoj ravni. Odavde sledi da je krug opisan oko sedmougla jedini¢ni
i da je jedan ugao sedmougla tacka z; na realnoj osi. Posto je jedno resenje
poznato, ostalih Sest su koreni iz

7
-1
271:7:64—25—1—24—}—23—1—22—}—21—1—1:0 (2)
- —

Za bilo koji z koji zadovoljava jednacinu, konjugacija z je takode resenje, posto
je realna osa na osi simetrije pravilnog sedmougla. Takode, posto |z| = |z| = 1,

imamo da je Z = —. Sada mozemo definisati
z

1
S=z+4+-=2z+Z=2-Re(z) (3)
z
. 2r . . 2w L.
z17=1+1-0 zzzcos7+z-sm7 23:(:0347”+z~sm47”
z;;zcos%”—i—i-sin%” 25:7200387”—&—1'-811187”
26zﬁzcosloT"—l—i~silr11077r 27:5:cosm%+i-sin127”
_ 2T _ _ ar _ _
a = cos 7+ = Re(z2) = Re(2r) b= cos I = Re(z3) = Re(z)



¢ = cos & = Re(z) = Re(zs5)

3

Prilikom deljenja sa 2°, uocavamo da je jednacina (2) ekvivalentna sa

1 1 1
P2+l 4+2 +1+ -+ S+ 5 =0

z oz z
posto 0 nije koren i poSto

3
1 3 1 1 1 1 1
¢3 = (z + ) = z3+3z+f—|—f3 = 23_1_73_1_3 (z + ) = z3+f3+3§ — 33 = z3+f3
z V4 z z z z z

i
1\? 1 1
2= (er) :22+2+—2<:>§272:22+—2,
z z z
zamenom dobijamo
3, 1 2 1 1 3 2 3, .2
z +Z—3 +| 2 +Z—2 + z—l—; +1 =0 = ¢"—3¢+¢"—2+4¢+1 == ¢"+¢"—2¢—1 = 0.
Iz jednagine, vidimo da je svaki koren jednacine (3): ¢3+¢2 —2¢—1 =0 (4)

realan i jednak dvostrukoj zajednickoj realnoj komponenti dva konjugovano
kompleksna resenja jednacine (1).

Slika 8 : Konstrukcija sedmougla

6.2 Konstrukcija sedmougla

Za konstrukciju koristimo kvadratni papir. U prvom koraku presavijemo naspramne
ivice tako da dobijemo koordinatni sistem sa centrom u tacki M (0,0). Sredine
ivica imaju koordinate (—2,0), (2,0), (0,—2) i (0,2), tj. smatra¢emo da je papir
velicine 4 - 4. Kao sto je pokazano u Lilovoj metodi [6], reSenja jednacine treceg
stepena 2 + pz? + gz + r = 0 je tangens ugla koji grade staza koeficijenata
i zajednicka tangenta parabola p; i ps definisanih fokusima F (—g +5,2) i

5 (0,%) i direktrisama l; : x = —g —5ily:y= —%. Ako postvimo ove
fokuse u tackama Fj(—1,—1) i Fy (0, %) i direktrise dobijamo I; : z = 0 i
lo:y= —%. Mozemo, zatim, da transliramo ceo ovaj sistem paralelno po y-osi

za jednu polovinu i dobi¢emo zize Fy (—17 —%) i F5(0,1) i direktrise Iy : 2 =01
lo : y = 0. Ovo je uradeno u koracima 2 — 5. F} je u tacki A i Fs je u tacki B.
Zajednicka tangenta ovih dveju parabola koju konstruisemo u koraku 4 je linija
sa jednac¢inom 2 cos 27”, pa je 4. korak jedini koji se ne moze konstruisati pomocu



lenjira i Sestara. U koracima od 6 do 8 konstruiSemo linije tako da u jednom od
preseka dobijemo tacku F sa y koordinatom —2 cos 27” Posto je rastojanje od
tacke M(0,0) do tacke 1(0, —2) u koraku 9 duzine 2. Rastojanje izmedu tacke
M(0, 0) i tacaka 2 i 7 su takode 2 i tacke 7, 1 i 2 su tri susedna ugla sedmougla.
U koraku 10 konstruiSsemo prve dve stranice trougla, a u koracima od 11 do 13
simetri¢nim preslikavanjem dobijenog dela sedmougla konstruiSemo temena 3 i

6, a zatim i temena 4 i 5. Dobijeni sedmougao je prikazan u koraku 14.

1. Presavijemnodva puta papir tako 2. Presavijerno papir po linijama
da dabiiemao koordinatni sistem paralelnirn & 1. 5 2
koordinatama . F’rgsav_uamo tako da dobijerno
- Hadjerno tacku A{-1.-1/2) zajednicku tangentu za dve parabole

za zizama Ad-1.-1/2) 1B(1.0)
resavajuci pritom jednacinu treceg

G stepena
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;r:dcnl:id 'Ia2' 7 predstavijaju termena tacki preseka sa pravor iz karaka 5 sedmoudia koje savifamo unazad taka da se
g povrsing van dobijenod dela sedmougla ne vidi

13 Poslednju stranicu sedmougla dobijamo 14
' kada konstruiserno nabor koji sadrzi
tacke 4 i 5 koje predstavljaju temena
datog sedrnougla

Slika 10 : Konstrukcija mnogougla



7 Zakljucak

Origami konstrukcije mogu da rese neke geometrijske probleme koji se ne mogu
reSiti pomocu lenjira i Sestara. Ovde je prikazana konstrukcija trisekcije ugla.
U ovom radu reseni su zanimljivi problemi konstrukcije pravilnog sedmougla. U
nekim buduéim radovima mogla bi se prikazati konstrukcijska reSenja deljenja
uglova na 9, 11,...delova i pomo¢u njih mogao bi se prikazati bilo koji pravilan
mnogougao. Takode, u ovom radu su konstrukcijski nadena reSenja jednacine
cetvrtog i petog stepena za njihove opste oblike. Ova reSenja su konstruisana
preko origami aksioma sa prosirenjem pravila pri dvostrukom i trostrukom sav-
ijanju. Takode, date su smernice za konstruisanje realnih resenja bilo kog ste-
pena.
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Abstract

The base of origami constructions are origami axioms, known as Huzita-Hatori’s
axioms. We considered other origami alignments which we used to define two-
fold and three-fold simultaneous creases. We used multi-fold creases to solved
problem of angle trisection. Also, we used it in constructions solving of equations
of fourth and fifth degree. We considered constructions regular poligons and
constructed regular heptagon with origami.
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